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Um importante problema de meteorologia envolve a @amosfera terrestre, que émais quente
na base do que no topo. Ao investigar este fendbmeno Edward N. Lorenz foi levado a um sistema
autbnomo ndo-linear de terceira ordem, o qual depende de trés parémetros o, r e b, reais e
positivos. Neste trabalho apresentaremos como foi obtido o Modeo de Lorenz, uma andlise sobre a
Coeréncia do Modelo, e sera apresentada ainda uma andlise sobre a natureza das lugdes do
sistema variando o pardmetro r, com 0 =10 e b =8/3. Obteremos desta forma o Diagrama de
Bifurcacdo do sistema. O trabalho possibilitara que leitores interessados na aea de sistemas
dinmicos tenham conhecimento de cmportamentos complexos apresentados pelo sistema,
chamados de cabticos, o que favorecera no estudo de outros sistemas néo-lineares.

O ModelodelLorenz

Convencéo de Rayleigh-Bénard
Considere uma camada de fluido com extensdo horizontal infinita. As equagdes ndo
dimensionalizadas descrevem um duplo transporte do momento do fluido, através da velocidade

V(F,t) eatravés da perturbagao datemperatura O(F ,t) que sfo:
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Temos ainda, 1) : viscosidade dindmica do fluido, o : coeficiente da expansio do fluido,
P, : densidade médiado fluido, g : aceleracdio gravitadonal.

A presenca do qoerador diferencial [ significa que as equacBes acima sdo equacdes
diferenciais parciais ndo muito facas de trabalhar. Tais equagies sxdo transformadas em um
conjunto finito de eguagdes diferenciais, isto € um fluxo. Para isto é necessario determinar 0s

modos instaveis que ndo incluem satisfatoriamente as néo linearidades quando ha flutuacGes de
amplitudes finitas. Vérias regras ajudam na sele¢@o das modos.

Derivacdo do Modelo de L orenz
A smplificacdo mais imediata consiste no uso da wnvencéo de Rayleigh-Bénard. Usando
essa convencdo e o Método de Galerkin, Lorenz chegou no sistema de equacdes néo lineares
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o qual é chamado Sistema de Lorenz.



Diagrama de Bifurcacéo

No sistema de Lorenz, a varidvel x esta relacionada aintensidade do movimento do fluido,
enquanto as variaveis y e z estéo relacionadas a variagdo de temperatura nas diregdes horizontal e
vertical.

Faremos agora uma andlise sobre a natureza das solucdes do sistema variando o parametro
r,com g =10 e b =8/3. Neste cao, 0s pontos criticos sdo:

R =(0,0,0)
P, = (bl =2, /b =2, r-1)
P, = (bl =1), -l =1), r -1)

Quando r = 1, os trés pontos ® ®incidem. A medida que r aumenta, P, se bifurca e os

outros dois pontos P,, P, aparecem. Analisaremos o sistema linea, U'= AU , com A sendo a

' Bk

matriz Jacobiana do sistema, nos pontos de euilibrio, e U o vetor U =[v =y — Y, [, com

W Bzt

P= (xo, yo,zo) ponto de euilibrio, para determinar o comportamento local das lugbes na
vizinhanca de @da ponto critico. A matriz Jacobiana do sistema édada por:
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Os autovalores 0 A, = —g,}\z =

Andlisedo ponto R, :

_ ~11++81+40r

2
trés autovalores s80 negativos quando r < 1. Entdo a origem é asintéticamente estavel, neste

dominio de r. No entanto, A, muda de sinal quandor = 1 e é positivo para r >1. A origem é
instével parar >1.

. Todos os

As

Anédlisedo ponto P, :

Os autovalores si0 determinados através da equacio:

3X° +414% +8(r +10)A +160f —1)=0.

As lucdes de dependem de r da seguinte forma:
Paral<r <r, J1,345€, existem trés autovalores reais e negativos.
Para r, <r <r, 24,737, existe um autovalor red negativo e dois autovalores complexos com
parte real negativa.
Para r > r, , hAum autovalor real negativo e dois autoval ores complexos com partered positiva.

Anédlisedo ponto P, :
Os mesmos resultados sio dbtidos no caso do ponto critico P;.

Para 0<r <1, o Unico ponto critico & B, e éum pornto assintoticamente estavel. Todas as lucdes
se aproximam deste ponto (origem) quando t — oo,



Para 1<r <r, , ospontos P,, P, sdo assintéticamente estaveise P, é instavel. Todas as solugdes
aproximam-sede P, ou P;.

Para r, <r <r,, os pontos P, e P, sdo assintoticamente estédveis e P, é instavel. Todas as
solucdes na vizinhanga groximam-se para P, e P,, onde a maior parte delas espirala para o ponto
critico.

Para r, <r todos os trés pontos criticos 0 instéveis. As olugdes vizinhasa P, ou P, espiralam
para longe do ponto critico. Quando consideramos as lugdes com r um pouco maior que I, , 0
ponto P, tem um autovalor positivo e cala ponto P, e P, tem um par de autovalores complexos
com partereal positiva, ou sga, 0s pontos sdo instaves.

Como os pontos $90 ingtdvels as trajetdrias tenderiam ao infinito para grandes valores dett,
porém no caso das equagdes de Lorenz as trgetérias € mantém limitadas para t — . Na

realidade a dirmagéo néo valeapenaspara r >r,, massim Ur >0.
Destaforma, o diagrama de bifurcacéo para o modelo de Lorenz écomo segue:
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Os contelidos aqui desenvolvidos serdo de fundamental importancia para o estudo de
demais dstemas ndo analisados neste trabalho.
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